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PROBLEMAS RESUELTOS

SERIE N° 8 .- CENTRO DE MASA , MOMENTO DE INERCIA

Problema 1

En los vértices de una estructura metéalica cuadrada
de 1,0 m de lado y masa despreciable se hallan
situadas cuatro esferas macizas y homogéneas de
masas m, = 10,0 kg, m, = 20,0 kg, m, = 30,0 kg
y m, = 40,0 kg, tal como se indica en la figura. A
la vista de los datos anteriores, hacer primero una
estimacién aproximada de la posicion del c.d.m. y
proceder, a continuacidn, a su calculg.

m,= 20,0 kg m;=30,0kg  Silas cuatro masas fue-
O « ran iguales, el cdm

" coincidiria con el centro

5 | geométrico de la es-

1.0m | tructura cuadrada; pero

dado gque no es asi, el

; H c.d.m. estard tanto mas
5'___0 . cerca de un vertice
cuanto mayor sea la

m=10,0ky  m,=400kg mMasa depositada en &l.
fg 44 . Asi, la mitad derecha

- acumula mas masa que

Y la izguierda, mientras

140,13 J (€A que la superior y la in-

ferior  acumulan  la

(M misrna masa;  por

1 e * - S tanto, cabe esperar que

(0708 el c.d.m. esté situado

, {1,00  sobre el gje horizontal

o0 % de simetria del cua-

! drado y desplazado ha-
Fg. 45 cia la derecha.

Problema 2

Un sistema de dos particulas esta dispuesto en un
instante dado segun las posiciones que se indican
en la figura adjunta. Sabiendo’que sus masas res-
pectivas vaie_p m, :—-3,0 kg y m; = 3,0 kg y sus
velocidades v, = 6,0 i{ms~") y v, = ~4,0 j(ms™),
calcular el momento angular total del sistema res-
pecto del punto O en el referido instante.

Y -
0,3) $—>»Ys
m,
1
“,0
O Rl T T sz! m} X

Fig. 49
De acuerdo con su defircidn,

L=L+0 =7 xp,+7,xp,

£l calculo preciso def c.d.m. supone elegir, previamente,
un sistema de ¢jes y definir a continuacion fas coorde-
nadas. La figura adjunta recoge la eleccidn del sistema
de ges y las posiciones, respecto de él, de los diferentes
vertices.

Aplicandc shora fas formulas de las coordenadas del
c.d.m., resulta:

4
2. ma,
A

g———

Kem =

-,

100 0+20,0-0+300-1+400-1
10,0 + 20,0 + 20,0 + 40,0

_100-0+200-1+300-1+400-0
- 10.0 + 20,0 + 30,0 + 40.0 B
50,0

= 1“56:-6= 05m

donde
T

n=3 r,=4

p,=my, =20 601 =120
P, = My, = 3,0 (~4,0)] = 12,07

Operando con los anteriores vectores, se tiene:

-

5 -
PO .
L,'=r!><p,——§ 0

_kb -
0! =-360k
0
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Problema 3.-

-
Una varilla homogénea de 2,0 kg de masa poses
un radio de giro en torno a un gje que pasa por
sU centro geomdétrico igual a K = 0,50 m, Calcular
el momento de inercia de la varilla respecto de
otr% ¢je paralelo al anterior que dista de él, §,30
metros.

Sila varilla es homogénea su centro geométrico coincidird
€on su centro de masas; por tanto, el momento de inercia
que puede calcularse a través del radio de giro es el lo,.

Problema 4.-

Un disco cireular hamogéneo de 1,0 kg de masa y
0,40 m de didmetro gira libremente alrededor de
un eje perpendicular que pasa por su centro geo-
métrico con una velocidad ahgular de 60 r.p.m. En
una pequena cavidadl situada a 0,10 m de distancia
del centro se deposita, en un momento dado, una
pequefa bola de plomo de 0,40 kg de masa. Cal-
cular la nueva velocidad angular del conjunto.

En ausencia de fuerzas exteriores, el producto 1w se man-
tiene constante, s decir, b w, = |, w,. Por tanto, como
el disco gira libremente se podra aplicar la conservacion
de W, y se tendrd: ~

by tth

b

W,

Fa. 513

La aplicacibn posterior del teorema de Steiner permitira,
por tanto, resolver el problema. En efecto:

|
K:‘—\/rr;«, f=mK =20 % 0,50 = 0,50 kg ¥

Por otra parte,

I= loy + md? = 0,5 + 2,0 x 0,302 = 0,68 kg m?

Considerando 1a pequena esfera como una masa puntual,
su momento de inercia I vendrad dado por I = m'r.

1 . .
by = 3 mRé pues se trata de un disco homogéneo, e

1 . .
h=h+1= 3 mR? + m'r’. Luego sustituyendo, resulta:

i
[ = 2,5’0 x 0,20 = 2,0 x 102 kg m?

Jo=m'r= 040 x 0,1 = 4,0 x 107 kg m?
L=k + =240 % 1077 kg m*

La vek;cidatﬁ angular w, en el instante inicial, expresada
ert unidades §i, es

ho#

w, = 60 rpm, = L nrads™

60
Luego sustituyendo en la expresion de w,, resulta;
2.0% 107 x 2n
Wy = -~ A% 03 T 1,67 nrad

£l aumento de masa ha llevado consigo un aumento de
I'y una disminucién de w.
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- CUERPO RIGIDO -

La aplicacion de las Jeyes fundamentales de la dindmica
de rotacion a la resaiucion de probiemas cubre un amplio
rango de situaciones fisicas. No obstante lo cual, un buen
numera de ellas pueden ser incluidas en alguna de las
tres categorias siguientes:

a) Problemas de cuerpos rigidos que sdko rotan.

b} Problemas de cuerpos rigidos que rotan y se
trasladan.

¢! Problemas de sistemas formados por varios
cuerpos rigidos, de los cuales uvnas rotan y
otros se trasladan,

A continuadién presentaremos una coleccion de proble-
mas resueltos en los cuales la anterior categorizacién se
hard expiicits.

a) Problemas de cuerpos rigidos que sélo rotan

En esta categoria de prablemas el procedimiento de
resolucion pasa por explotar la informacion contenida
en la ecuacién fundamental escrita, ya sea en a forma
M = lao M = dl/dt, tenfendo, no obstante, en cuenta
que cada una de estas ecuaciones, en apariencia simples,
ocultan un buen nimere de relaciones entre conceptos
complejos.

1. Una estera de 1,0 m de didmetro y 10,0 kg
de masa puede rotar libremente en torno a
uno de sus ajes principales. En un instante en
el que ia velocidad de rotacidn es de 100 rad
5-1 se le somete a la accion de una zapata
aplicada sobre ¢l ecuador de la esfera que

‘ gelnera una fuerza de friccidn de 2,0 N. Cal-
cular;

a) El tiempo que tardara la esfera en dete-
nerse.

b) El nimero de vueitas que dard en ese
tiempo.

a) Se trata de un tipico problema en & que, a
partir de un andlisis dindmico —en términos
de fuerzas y de momentos— hay que encontrar
valores de variables cineméticas, como el
tiempo, el espacio o la velocidad. En tales ca-
s0s, y tras una comprension imprescindible de
la situacion fisica descrita en ol enunciado, es
necesario operar sobre las ecuaciones funda-
mentales convenientemente «desmenuzadas».
Asi, en el presente problema se considerara

pero el vector M es, en este caso, un momentq
de frenado asociado a una fuerza de raza.
miento que es tangente a la esfera y, por tantg,
perpendicular al radio R y estd, ademds, apj-
cada sobre el ecuador. Ello permite escribir Iy
expresion escalar del momento M = Fpp, - R .
“sen @ en la forma M = Fuq, - R, L2 aceleracion
resulta, como en fa dindmica de la traslacion,
la magnitud que hace de puente entre I3 des.
cripcion dindmica y 1a descripeién cinemética,
Por tanto, despejande a de la primera ecya.
cion, y sustituyendo, se tiene: :

’\A__F[{g]zR3 szR Ssz

T T T T ameR T 2mR "
5% 2,0
oo | -2
Ixi00x05 0

Es sabitdo que para un movimiento circular uni-
formemente acelerado se cumple

@ ~
W= - att=s—=
-a
Dado que en el estado final w = 0, sustitu-
yendo resulta:

4~ 100

—” =100s

! =

b) ia relacion entre angulo @ y nimero de vueitas
N en un movimiento circular viene dada por

®

N= -
n

Dado que el movimiento es uniformemente
decelerado:

9= @l-3a% = 100- 100 -

1
-3 1,0-1002 = 5 x 10%rad

N=—§~x 1P rad
in

b} Problemas de cuerpos rigidos que rotan y se
trasladan

En la resolucidn de este tipo de problemas puede pro-
cederse, mediante fa aplicacion de una expresidn ge-
neralizada de la segunda ley de Newton, en la forma

a
F=ma+ /-~
@ TR
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gque puede interpretarse como que la fuerza F se «in-
viertes en comunicar al cuerpo una aceleracion de tras-
facidén (término maj y en dotarlo, ademds, de una
aceleracién de rotacidn (término 1a/R)

En el caso sencilio de la dindmica del movimiento de
rodadura de un disco 18 justificacion de la anterior ecus-
¢ion es como sigue. Dado que el cuerpo rota y, ademnds,
se traslada serd necesarno ag/icar las dos ecuaciones fun-
damentales XF = ma y XM =1 &, que en su forma es-
calar se convierten en

(5.35]
[5.36)

F—Frgzg=ma

Mqo‘g:!a

£l hecho de que en la segunda ecuacisn s6lo aparezca
el momento My, de la fuerza de rozamiento Fuy ¥ NO
de 2 fuerza tractora F es debido a que al estar ésta
aplicada sobre el punto del efe, que se toma como origen

fde momentos. da fugar a un momento nulo
Recordando que R y Fuy SON petgen-

diculares |R X Fagel = R Froz ¥, ROr tanto, Megsl =
Moz = R Frpu €5 decrr,

Moo =R Fenp =1 Q1

Despejando de agui Fuy, ¥ sustituyendo en la ecuacion
de ias fuerzas, se tiene:

1a
Fe=ma
R
€5 decir,
fa
F= i
ma +

Otra de las caracteristicas generales de este tipo de pro-
blemas consiste en que al ser ef movimiento de avance
o traslacién un desarroffo del movimiento de rotacion,
se cumplen las relaciones v = w - Ry a = aR De modo
que la anteriar expresion puede escribirse como

F=ma+l—§=(m+f)a [5.37]

R R

2. Un camito estd compuesto por una piata-
forma de 2,00 kg de masa y cuatro ruedas de
6,0 cm de radio y 150 g de masa cada una.
Calcular 1a aceleracidon del carrito cuando se
aplica sobre é) una fuerza tractora de 0,6 N.
iCual serd su velocidad lineal al cabo de
5 segundos de iniciado el movimiento? &Y la
velocidad angular de sus ruedas?

Dado el caracter aditive tanto de las masas coma
de los momentos de inerdia, la ecuacion 5.37 puede
extenderse a casos como el planteado en el enun-
ciado del presente problema, en donde hay varias
masas y varios cuerpos rodantes afectados por
el movimiento. En tales casos, m serd la masa
total e | el momento de inercia total. Por tanto,
m=m, +4 my=2,0x4x0,100 = 2,60 kg,
siendo m, la masa de la plataforma y m, la de las
ruedas. Por ofra parte, considerando las ruedas como
discos, se tiene:

3
. 1
I=Z!|=4x§mRRZ=2mRRZ

1 3

Despejando a en 13 ecuacion 5.37 y sustituyendo,

resulta:
ae—F F __F
m+ R m o+ 2m RYRY T m+2 m,
06 .
a =% :2‘:9‘6 = 0,21 ms

Teniendo en cuenta que se trata de un movimiento
de aceleracidn constante que parte del reposo, la
velocidad final al cabo de 5 segundos serd

v=at=021 x5=105ms"'

Y puesto que el movimiento de avance es el de-
sarrollo del de rotacidn de las ruedas, la velocidad
angular de ellas en ese mismo instante serd

v 1,05

2= = S ez -1
W= T 0a107 17.5rads

¢} Problemas de sistemas formados por varios
cuerpos rigidos de los cuales unos rotan y
otros se trasladan

En tales casos el procedimiento pasa por aplicar el al-
goritmo de resolucion de problemas de dindmica, ais-
lando mentaimente cada cuerpa componente def sistema
y aplicando las ecuaciones que proceda en cada caso.

3. Determinar la expresion literal de la acelera-
cién a con la que se desplazan cualquiera de
los dos cuerpos colgantas en una maquina de
Atwood, suponiendo la masa de la polea no
despreciable. Efectuar un andlisis compara-
tiva con la expresién que resulta cuando se
considera la masa de a polea despreciable.
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Aplicar lo anterior al siguiente caso numérico:
Mpoies = 2,0 kg: my = 10,0 kg; m, = 20,0 kg,
g = 9.8 ms~? (considérese 12 polea coma un
disco a efectos de momentos de inercia).

Aislando sucesivamente cada uno de los tres cuer-
pos de que consta el sistema, y apsicando en cada
caso la ecuacion fundamental que proceda, se
tiene:

a) Cuerpo de masa m, (sélo se traslada);

Ty, ~P,=m,a
T,=ma+P=mia+g

b} Cuerpo de masa m, (sdlo se:'traslada):

B,~T,=m,a
T.=m g~ a)

T} Polea {sélo rotalk:
Recordando [a ecuacion general

iﬂzi?x?ala
(ml iam

se tiene:
T, R=-T,R=1la

ya que los vectores correspondientes a cada una
de las tensiones tienen igual direccidn y la aplicacion
de la regla del tornillo indica que sus sentidos son
opuestos.

DadaqueT; = —T,yqueT, = —T,, pues se trata
de fuerzas interiores, y que, por tanto, T, =
=T,yT, = T, yla anterior ecuacion escalar, puede
escribirse en la forma

{T,-ToR =1
Sustituyendo los valores de T, v T., se tiene:
{m;{g —a) ~mig=+aljR=1tq
Dado que el movirmiento de traslacion de los cuerpos

m, y m, es & desarrollo del movimiento de rotacidn
de la polea, se cumple la relacién a=a - R,

tuego

{mzig——a)*m,(g+a)]R=lg

es decir,
a
m?g‘-‘mzawm'g--m.al==l§~z

Agrupando términos semejantes y despejando a3,
resulta:

a= ° mz - Ty - mg ~ m,
i m 9
my + mz -+ é’z m1 + mg + ’i"

ya que el momento de inercia de la polea puede

. R 1
considerarse como el de un disco | = 3 mR?.

Cuando se compara la antenor ecuacion con la
obtenida considerando despreciable 1a masa de Ia

polea,

mz "'m)
a = —fmso g
m, +m,

se advierte la presencia de m/2 en el denominador,
lo que hace que la aceleracion a sea mas pequena.
La inercia a 1a rotacién introducida por la presencia
de una polea de masa no despreciable reduce, por
tanto, la aceleracidn del sistema y hace que las
tensiones T. y T, sean diferentes,

En o caso numeérnico planteado en el enunciado, se
tendré

a= ﬁ;@:[@% )(9'83%% x98=32ms"?
20,0+ 1D,O+~é-

para la primera situacion, frante a

200 ~-100 _ -
a= 0.0 +-———m'0 %98 =33ms

para la segunda.
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Un yoy6 estd formado por dos discos de 6 cm de
didmetro y 0,5 cm de espesor unidos por un
cilindro de 2 cm de didmetro y de 1 cm de espesor,
todos elios centrados en torno al mismo eje.
Sobre el cilindro se arrolla un hilo de 1,5 m de
longitud y de masa despreciable y, a continuacién,
se sueita el yoyd. Calculer la velocidad que
alcanzarifa el sistema cuando haya descendido 1,00
m sabiendo que Ja masa de cada disco es de 50 g
y la del cilindro interiorde 2 g

Dado que entran en juego en el enunciado
velocidedes y alturas, se deberd aplicar la
conservacion de la energia total habida cuenta
de que la fuerza peso es conservativa.

En el instanie inicial el sistema sdlo posee energia po-
tencial gravitatoria, €, = mgh; en el instante final, y
tomando la posicion correspondiente como origen de
alturas, sdlo poseerd energia cindtica tanto de rotacién
como de traslacion. Por tanto,

mghm%mvz+%lw2

Dado que e movimiento de caida es el desarrollo del de
rotacidn del yoyd, v = wR,, siendo R, €l radio del clindro
sobre el que estd enrollado el hilo. Por tanto,

(m .- ! ) 2mgh
R? m + /R
La masa m es la masa del yoyd completo: m=m, +

+2m,=2+2x50=102g=102x 10" kg, yd
momento de inercia total serd | = {, + 21, es decir,

mghrfi

iz%m.,RHZ;vmzRg‘:;2x70'3x(1,0x10‘2)~’+
+50 x 10 *(3x 10 H =151 x 107 kg m?

Sustituyends finalmente en la expresion de v, resulta:

2x __gzxm x98x 100
YTV I02 %10 $181 x 10500 % 10

=28ms "’

Fig 515

Tabla 5.2. Correspondenma entre la dinamica de traslacion y la de rotacnén

B et e

i !
!

Trasiacton Rotacson
. Magmitudes  Posicion T Angulo @
. 'Velocidad v Velocidad angular @
; " Masa m * Momento de inercia

- =X mr?,
Fuerza F Momento de la fuerza

‘_ : M=TAF
Momento Momento angular
| “lineal p = r.« p

¥
1

Traslamon : Rotacwn
e E
' Ecuaciones F=m & M=l
' oo ?,3. o
dt i dt
iﬁzm; £:=|N
£ -Jz-mv' SE‘=;M‘




